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Teoria del Portafoglio
Ogni titolo ai ha un valore iniziale Vi(0) e un valore finale Vi(T )
Un Portafoglio e` una collezione di n ∈ N titoli a1, . . . , an posseduti
con una determinata proporzione.
Si tratta di una n-upla ordinata di numeri reali
Π = (ϑ1, . . . , ϑn)
in cui ϑi e` il numero di unita` possedute del titolo ai
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ϑi < 0 e` una short position: cioe` la vendita del titolo con l’aspetta-
tiva che il suo prezzo cali nel futuro
ϑi > 0 e` una long position: cioe` l’acquisto del titolo con l’aspettativa
che il suo prezzo aumenti nel futuro
Il peso wi del titolo ai e` la percentuale del titolo in portafoglio al
tempo t = 0
wi =
ϑiVi(0)
n∑
j=1
ϑjVj(0)
Dunque w1 + · · ·+ wn = 1
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Rendimento
Il rendimento Ri del titolo ai e` e` una variabile aleatoria definita
dall’equazione
Vi(T ) = Vi(0)(1 +Ri) =⇒ Ri = Vi(T )− Vi(0)
Vi(0)
il rendimento atteso del titolo ai e`
µi = E(Ri)
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Il rendimento del portafoglio Π e` la somma pesata dei rendimenti di
ciascun titolo
R =
n∑
i=1
wiRi
Il valore atteso del rendimento dell’intero portafoglio Π e`
µ =
n∑
i=1
wiµi
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Rischio
La varianza del rendimento del titolo ai
σ2i = Var(Ri)
e` chiamata il rischio del titolo ai. Come misura del rischio si puo` naturalmente
usare anche la deviazione standard
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Rischio
La varianza del rendimento del titolo ai
σ2i = Var(Ri)
e` chiamata il rischio del titolo ai. Come misura del rischio si puo` naturalmente
usare anche la deviazione standard
Siccome i rendimenti dei singoli titoli in portafoglio non sono in generale indipen-
denti, la varianza del rendimento del portafoglio e`
σ2 = Var
(
n∑
i=1
wiRi
)
=
n∑
i=1
n∑
j=1
wiwjCov(Ri, Rj) (σ
2)
ove Cov(Ri, Rj) e` la covarianza di Ri e Rj.
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Rischio
La varianza del rendimento del titolo ai
σ2i = Var(Ri)
e` chiamata il rischio del titolo ai. Come misura del rischio si puo` naturalmente
usare anche la deviazione standard
Siccome i rendimenti dei singoli titoli in portafoglio non sono in generale indipen-
denti, la varianza del rendimento del portafoglio e`
σ2 = Var
(
n∑
i=1
wiRi
)
=
n∑
i=1
n∑
j=1
wiwjCov(Ri, Rj) (σ
2)
ove Cov(Ri, Rj) e` la covarianza di Ri e Rj.
(σ2) e` conseguenza della relazione
Var(aX + bY ) = a2Var(X) + b2Var(Y ) + 2abCov(X,Y)
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Possiamo riscrivere l’ultima formula usando i coefficienti di correla-
zione (ρRiRj = ρij =
Cov(RiRj)
σiσj
) come
σ2 =
n∑
i=1
n∑
j=1
wiwjρijσiσj
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Rendimento atteso
Il Rendimento atteso µ di un portafoglio e` il valore atteso del
rendimento del portafoglio
µ = E
(
n∑
i=1
wiRi
)
=
n∑
i=1
wiµi
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Rendimento atteso
Il Rendimento atteso µ di un portafoglio e` il valore atteso del
rendimento del portafoglio
µ = E
(
n∑
i=1
wiRi
)
=
n∑
i=1
wiµi
Rischio
Il Rischio di un portafoglio e` la varianza del rendimento del portafo-
glio
σ2 =
n∑
i=1
n∑
j=1
wiwjρijσiσj
9/30 Pi?
22333ML232
Un titolo e` rischioso se il suo rischio σ2i e` positivo
E` privo di rischio se il suo rischio e` zero
Salvo avviso contrario, supporremo che tutti i titoli in portafoglio
siano rischiosi.
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Portafoglio con due titoli: minimizzazione del rischio
Consideriamo il portafoglio piu` semplice, in cui ci sono solo due titoli
a1 e a2 con rendimenti attesi µ1 e µ2 e rischi σ
2
1 e σ
2
2. Indichiamo con
t il peso del titolo a1 e con 1− t il peso del titolo a2.
Il rendimento atteso del portafoglio e`
µ = tµ1 + (1− t)µ2
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Portafoglio con due titoli: minimizzazione del rischio
Consideriamo il portafoglio piu` semplice, in cui ci sono solo due titoli
a1 e a2 con rendimenti attesi µ1 e µ2 e rischi σ
2
1 e σ
2
2. Indichiamo con
t il peso del titolo a1 e con 1− t il peso del titolo a2.
Il rendimento atteso del portafoglio e`
µ = tµ1 + (1− t)µ2
Il rischio e`
σ2 = t2σ21 + (1− t)2σ22 + 2t(1− t)ρ12σ1σ2 (R)
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Portafoglio con due titoli: minimizzazione del rischio
Consideriamo il portafoglio piu` semplice, in cui ci sono solo due titoli
a1 e a2 con rendimenti attesi µ1 e µ2 e rischi σ
2
1 e σ
2
2. Indichiamo con
t il peso del titolo a1 e con 1− t il peso del titolo a2.
Il rendimento atteso del portafoglio e`
µ = tµ1 + (1− t)µ2
Il rischio e`
σ2 = t2σ21 + (1− t)2σ22 + 2t(1− t)ρ12σ1σ2 (R)
Ci interessa confrontare il rischio del portafoglio con quello dei due
titoli presi singolarmente. Possiamo supporre che sia 0 < σ1 ≤ σ2
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Caso dei due titoli non correlati
In questo caso essendo ρ12 = 0 il rischio di portafoglio (R) si riduce a
σ2 = t2σ21 + (1− t)2σ22 (RU)
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Caso dei due titoli non correlati
In questo caso essendo ρ12 = 0 il rischio di portafoglio (R) si riduce a
σ2 = t2σ21 + (1− t)2σ22 =
(
σ21 + σ
2
2
)
t2 − 2σ22t+ σ22 (RU)
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Caso dei due titoli non correlati
In questo caso essendo ρ12 = 0 il rischio di portafoglio (R) si riduce a
σ2 = t2σ21 + (1− t)2σ22 =
(
σ21 + σ
2
2
)
t2 − 2σ22t+ σ22 (RU)
La (RU) va pensata come funzione della t: si vuole miscelare il peso
in modo da minimizzare il rischio.
11/30 Pi?
22333ML232
Caso dei due titoli non correlati
In questo caso essendo ρ12 = 0 il rischio di portafoglio (R) si riduce a
σ2 = t2σ21 + (1− t)2σ22 =
(
σ21 + σ
2
2
)
t2 − 2σ22t+ σ22 (RU)
La (RU) va pensata come funzione della t: si vuole miscelare il peso
in modo da minimizzare il rischio. Derivando (RU) rispetto a t si
trova la condizione del primo ordine
2
(
σ21 + σ
2
2
)
t− 2σ22 = 0
che porge il mix minimizzatore del rischio
tm =
σ22
σ21 + σ
2
2
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Il rischio minimizzato dunque vale
σ2m =
(
σ21 + σ
2
2
)
t2m − 2σ22tm + σ22 =
σ21σ
2
2
σ21 + σ
2
2
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Il rischio minimizzato dunque vale
σ2m =
(
σ21 + σ
2
2
)
t2m − 2σ22tm + σ22 =
σ21σ
2
2
σ21 + σ
2
2
Osservazione
Vale la disuguaglianza
0 < σ2m < min
{
σ21, σ
2
2
}
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Il rischio minimizzato dunque vale
σ2m =
(
σ21 + σ
2
2
)
t2m − 2σ22tm + σ22 =
σ21σ
2
2
σ21 + σ
2
2
Osservazione
Vale la disuguaglianza
0 < σ2m < min
{
σ21, σ
2
2
}
Infatti se ammettiamo senza perdita di generalita` che sia σ21 ≤ σ22
abbiamo
σ21σ
2
2
σ21 + σ
2
2
=
σ21
σ21
σ22
+ 1
≤ σ21
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Dunque il minimo rischio e` positivo ma e` minore dei rischi dei due
titoli presi separatamente
1tm
H1,Σ12L
H0,Σ22L
t
Σ
2
Figura 1: σ1 = 1 σ2 = 2
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Caso dei due titoli positivamente correlati
In questo caso essendo ρ12 = 1 il rischio di portafoglio (R) si riduce a
σ2 = t2σ21 + (1− t)2σ22 + 2t(1− t)σ1σ2 (RP)
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Caso dei due titoli positivamente correlati
In questo caso essendo ρ12 = 1 il rischio di portafoglio (R) si riduce a
σ2 = t2σ21 + (1− t)2σ22 + 2t(1− t)σ1σ2 = [(σ1 − σ2) t+ σ2]2 (RP)
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Caso dei due titoli positivamente correlati
In questo caso essendo ρ12 = 1 il rischio di portafoglio (R) si riduce a
σ2 = t2σ21 + (1− t)2σ22 + 2t(1− t)σ1σ2 = [(σ1 − σ2) t+ σ2]2 (RP)
Trattandosi di un quadrato perfetto il minimo rischio, che in questa
situazione vale esattamente zero, si ha per
tm =
σ2
σ2 − σ1 > 0
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1 tm
H1,Σ12L
H0,Σ22L
t
Σ
2
Figura 2: σ1 = 1 σ2 = 2
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va osservato che
1− tm = − σ1
σ2 − σ1 < 0
questo significa che il minimo rischio di portafoglio si ha assumendo
la posizione short sul titolo a2 piu` rischioso
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Caso dei due titoli negativamente correlati
In questo caso essendo ρ12 = −1 il rischio di portafoglio (R) si riduce
a
σ2 = t2σ21 + (1− t)2σ22 − 2t(1− t)σ1σ2 (RM)
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Caso dei due titoli negativamente correlati
In questo caso essendo ρ12 = −1 il rischio di portafoglio (R) si riduce
a
σ2 = t2σ21 + (1− t)2σ22 − 2t(1− t)σ1σ2 = [(σ1 + σ2) t− σ2]2 (RM)
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Caso dei due titoli negativamente correlati
In questo caso essendo ρ12 = −1 il rischio di portafoglio (R) si riduce
a
σ2 = t2σ21 + (1− t)2σ22 − 2t(1− t)σ1σ2 = [(σ1 + σ2) t− σ2]2 (RM)
Trattandosi di un quadrato perfetto il minimo rischio, che anche in
questa situazione vale esattamente zero, si ha per
tm =
σ2
σ1 + σ2
> 0
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Caso dei due titoli negativamente correlati
In questo caso essendo ρ12 = −1 il rischio di portafoglio (R) si riduce
a
σ2 = t2σ21 + (1− t)2σ22 − 2t(1− t)σ1σ2 = [(σ1 + σ2) t− σ2]2 (RM)
Trattandosi di un quadrato perfetto il minimo rischio, che anche in
questa situazione vale esattamente zero, si ha per
tm =
σ2
σ1 + σ2
> 0
In questo caso siccome
1− tm = σ1
σ1 + σ2
> 0
il minimo rischio non richiede di vendere
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1tm
H1,Σ12L
H0,Σ22L
t
Σ
2
Figura 3: σ1 = 1 σ2 = 2
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Diagrammi rischio-rendimento atteso
Consideriamo ancora un portafoglio a due titoli a1 e a2 con pesi w1 e
w2. Nei diagrammi rischio-valore atteso mettiamo il rischio in ascissa
ed il rendimento atteso in ordinata. Per misurare il rischio useremo
la deviazione standard.
Il rendimento atteso del portafoglio e`
µ = w1µ1 + w2µ2
e il rischio
σ2 = w21σ
2
1 + w
2
2σ
2
2 + 2w1w2ρσ1σ2
in cui per semplicita` poniamo ρ = ρ1,2 e come prima assumiamo che
0 < σ1 ≤ σ2
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Il caso ρ = ±1
Abbiamo gia` visto che in questa situazione l’espressione di σ2 si sem-
plifica infatti abbiamo
σ = |w1σ1 ± w2σ2|
il + vale per ρ = 1 e il − per ρ = −1
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Il caso ρ = ±1
Abbiamo gia` visto che in questa situazione l’espressione di σ2 si sem-
plifica infatti abbiamo
σ = |w1σ1 ± w2σ2|
il + vale per ρ = 1 e il − per ρ = −1
Siccome w1 + w2 = 1 poniamo w2 = s, w1 = 1 − s cos`ı otteniamo le
rappresentazioni parametricheµ = (1− s)µ1 + sµ2σ = |(1− s)σ1 ± sσ2|
al variare di s ∈ R. Se 0 < s < 1 non ci sono vendite
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Al fine di tracciare il grafico dei punti (σ, µ) per il momento trascu-
riamo il valore assoluto, considerando le equazioni parametricheµ = (1− s)µ1 + sµ2σ′ = (1− s)σ1 ± sσ2
che rappresentano rette nel piano (σ′, µ)
Se ρ = 1 la retta passa per (σ1, µ1) e (σ2, µ2)
Se ρ = −1 la retta passa per (σ1, µ1) e (−σ2, µ2)
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Figure 2: The graphs before taking absolute values 
Now, the effect of the absolute value sign is simply to flip that part of the 
line that lies in the left half-plane over the J.t-axis (since a-= io-'1). The 
resulting plots are shown in Figure 3. The bold portions correspond to 
points where both weights are nonnegative, that is, no short selling is 
required. 
J.l J.l 
---+------cr 
Figure 3: The risk-return lines 
From the parametric equations (or from our previous discussion), we can 
deduce the following theorem, which shows again that there are cases 
where we can reduce the risk of the portfolio to 0. 
Theorem 1 For p = P1,2 = ±1 the risk and expected return of the 
portfolio are given by the parametric equations 
J.l = (1 - S )J.£1 + SJ.l2 
a-= 1(1- s)o-1 ± so-2l 
where s is the weight of asset a2 and ranges over all real numbers. For 
s E [0, 1] both weights are nonnegative and the portfolio has no short 
positions. Outside this range, exactly one of the weights is negative, for 
Figura 4: grafici senza il valore assoluto
Il grassetto ind ca la regione in cui ambo i pesi s n non negativi: non
ci sono posizioni short di vendita
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From the parametric equations (or from our previous discussion), we can 
deduce the following theorem, which shows again that there are cases 
where we can reduce the risk of the portfolio to 0. 
Theorem 1 For p = P1,2 = ±1 the risk and expected return of the 
portfolio are given by the parametric equations 
J.l = (1 - S )J.£1 + SJ.l2 
a-= 1(1- s)o-1 ± so-2l 
where s is the weight of asset a2 and ranges over all real numbers. For 
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Figura 5: Rette rischio rendimento
Il grassetto indica l r gione in cui ambo i pesi sono non negativi: non
ci sono posizioni short di vendita
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Riassumiamo la situazione
Teorema
Per ρ = ρ12 = ±1 il rischio ed il valore atteso del portafoglio sono dati
dalle equazioni parametricheµ = (1− s)µ1 + sµ2σ = |(1− s)σ1 ± sσ2|
con s peso del titolo a2 che varia su tutto l’insieme dei numeri reali.
Se, in particolare, s ∈ [0, 1] i due pesi sono ≥ 0 e nel portafoglio non
ci sono posizioni short. Fuori da [0, 1] uno dei due pesi e` negativo, ed
il titolo corrispondente e` in posizione short.
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Se ρ = 1 e σ1 = σ2 allora tutti i pesi producono lo stesso (minimo)
rischio σmin = σ1 = σ2
Se ρ = 1 e σ1 < σ2 i due pesi minimizzanti sono
w1 = − σ2
σ1 − σ2 , w2 =
σ1
σ1 − σ2
cui corrispondono
µmin =
σ1µ2 − σ2µ1
σ1 − σ2 , σmin = 0
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Se ρ = −1 i due pesi minimizzanti sono
w1 =
σ2
σ1 + σ2
, w2 =
σ1
σ1 + σ2
cui corrispondono
µmin =
σ1µ2 + σ2µ1
σ1 + σ2
, σmin = 0
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Se ρ = −1 i due pesi minimizzanti sono
w1 =
σ2
σ1 + σ2
, w2 =
σ1
σ1 + σ2
cui corrispondono
µmin =
σ1µ2 + σ2µ1
σ1 + σ2
, σmin = 0
L’interesse di questo risultato e` essenzialmente teorico: infatti in ge-
nerale non e` possibile trovare titoli che soddisfino ρ = ∓1. Per le
applicazioni concrete e` il caso −1 < ρ < 1 che interessa esaminare
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Caso −1 < ρ < 1
Le equazioni parametriche del valore atteso e del rischio sono{
µ =w1µ1 + w2µ2
σ2 =w21σ
2
1 + w
2
2σ
2
2 + 2w1w2ρσ1σ2
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Caso −1 < ρ < 1
Le equazioni parametriche del valore atteso e del rischio sono{
µ =w1µ1 + w2µ2
σ2 =w21σ
2
1 + w
2
2σ
2
2 + 2w1w2ρσ1σ2
ponendo come prima w2 = s, w1 = 1− s abbiamo{
µ =(µ2 − µ1)s+ µ1
σ2 =(σ21 + σ
2
2 − 2ρσ1σ2)s2 − 2σ1(σ1 − ρσ2)s+ σ21
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Caso −1 < ρ < 1
Le equazioni parametriche del valore atteso e del rischio sono{
µ =w1µ1 + w2µ2
σ2 =w21σ
2
1 + w
2
2σ
2
2 + 2w1w2ρσ1σ2
ponendo come prima w2 = s, w1 = 1− s abbiamo{
µ =(µ2 − µ1)s+ µ1
σ2 =(σ21 + σ
2
2 − 2ρσ1σ2)s2 − 2σ1(σ1 − ρσ2)s+ σ21
ρ < 1 =⇒ σ21 + σ22 − 2ρσ1σ2 = (σ1 − σ2)2 + 2σ1σ2(1 − ρ) > 0
quindi la curva rischio rendimento cos`ı individuata e` effettivamente
una parabola
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Anche in questo caso minimizziamo il rischio. Supponiamo come al
solito che 0 < σ1 ≤ σ2. Derivando rispetto ad s il rischio σ2 troviamo
d
ds
(σ2) = 2(σ21 + σ
2
2 − 2ρσ1σ2)s− 2σ1(σ1 − ρσ2)
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Anche in questo caso minimizziamo il rischio. Supponiamo come al
solito che 0 < σ1 ≤ σ2. Derivando rispetto ad s il rischio σ2 troviamo
d
ds
(σ2) = 2(σ21 + σ
2
2 − 2ρσ1σ2)s− 2σ1(σ1 − ρσ2)
smin =
σ1(σ1 − ρσ2)
σ21 + σ
2
2 − 2ρσ1σ2
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Anche in questo caso minimizziamo il rischio. Supponiamo come al
solito che 0 < σ1 ≤ σ2. Derivando rispetto ad s il rischio σ2 troviamo
d
ds
(σ2) = 2(σ21 + σ
2
2 − 2ρσ1σ2)s− 2σ1(σ1 − ρσ2)
smin =
σ1(σ1 − ρσ2)
σ21 + σ
2
2 − 2ρσ1σ2
σ2min =
σ21σ
2
2(1− ρ2)
σ21 + σ
2
2 − 2ρσ1σ2
28/30 Pi?
22333ML232
Anche in questo caso minimizziamo il rischio. Supponiamo come al
solito che 0 < σ1 ≤ σ2. Derivando rispetto ad s il rischio σ2 troviamo
d
ds
(σ2) = 2(σ21 + σ
2
2 − 2ρσ1σ2)s− 2σ1(σ1 − ρσ2)
smin =
σ1(σ1 − ρσ2)
σ21 + σ
2
2 − 2ρσ1σ2
σ2min =
σ21σ
2
2(1− ρ2)
σ21 + σ
2
2 − 2ρσ1σ2
Ricordiamo che non ci sono posizioni short se e solo se smin ∈ [0, 1]
e questa condizione e` assicurata dalla condizione −1 ≤ ρ < σ1
σ2
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Riassumiamo la situazione
Teorema
Supponiamo 0 < σ1 ≤ σ2 e sia ρ = ρ1,2 il coefficiente di correlazione. Supponiamo
poi che se ρ = 1 sia σ1 6= σ2. Se smin e` il peso del titolo a2 che minimizza il rischio
allora
smin =
σ1(σ1 − ρσ2)
σ21 + σ
2
2 − 2ρσ1σ2
e
µmin = (µ2 − µ1)smin + µ1, σ2min =
σ21σ
2
2(1− ρ2)
σ21 + σ
2
2 − 2ρσ1σ2
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1) Se ρ = 1 e σ1 = σ2 tutti i pesi conducono allo stesso mimino rischio σmin = σ1 = σ2
2) La condizione −1 ≤ ρ < σ1
σ2
equivale a 0 < smin < 1 e in tale situazione il minimo
rischio e` conseguito senza posizioni short di vendita. Inoltre
σ2min < min{σ1, σ2}
Poi σ2min = 0 ⇐⇒ ρ = −1
3) La condizione ρ =
σ1
σ2
(fatto salvo il caso ρ = 1, σ1 = σ2) e` equivalente a smin = 0
nel qual caso σ2min = σ
2
1
4) La condizione
σ1
σ2
< ρ ≤ 1 e` equivalente a smin < 0 e` quindi necessaria una
posizione short di vendita del titolo a2 per minimizzare il rischio. Inoltre
σ2min < min{σ1, σ2}
Poi σ2min = 0 ⇐⇒ ρ = 1
